
三角形の五心

（注意） 以下では、次の定理を証明済みとします。

・直線、円に関する基本的な定理

２直線が交わるときの対頂角に関する定理、円周角の定理、円周角の定理の逆など。

・平行線、三角形に関する基本的な性質

三角形の内角の和に関する定理や、平行線の錯角・同位角に関する定理など。

・三角形の合同、相似に関する諸定理

いわゆる三角形の合同条件、三角形の相似条件。中点連結定理、二等辺三角形の性質など。

・特殊な四角形に関する定理

平行四辺形に関する定理、ひし形、長方形に関する定理など。

・三角形の面積、および、面積比に関する定理。

三角形の五心

三角形の五心とは、重心、外心、内心、垂心、傍心のことです。

・重心

三角形の辺と向かい側の頂点を結ぶ直線を中線といいます。三角形の三本の中線は一点で交

わります。これを三角形の重心といいます。

・重心の存在定理
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三角形 ABCの辺 CA、辺 ABの中点を、それぞれ、M、Nとします。直線 BMと直線 CNの

交点を Gとし、直線 AGと直線 BCの交点を Lとします。この Lが辺 BCの中点であることを

示せば、３本の中線が１点 Gで交わったことになります。以下でこれを示します。



（証明）

Mが辺 CAの中点であるから

△ABG＝△BCG …(1)

Nが辺 ABの中点であるから

△CAG＝△BCG …(2)

(1)(2)より

△ABG＝△CAG …(3)

したがって、Lは辺 BCの中点である。

（証明おわり）

・外心

三角形の３辺の垂直二等分線の交点を外心といいます。

・外心の存在定理

三角形 ABC の辺 CAの中点を M、辺 AB の中点を Nとし、辺 CAの垂直二等分線と、

辺 AB の垂直二等分線との交点を Oとします。また、辺 BCの中点を Lとします。OLと

BCが垂直あることを示せば３辺の垂直二等分線が点 Oで交わったことになります。以下

ではこれを示します。
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（証明）

三角形 ACOにおいて、OMは辺 ACの垂直二等分線であるから、

AM=CM

OM⊥AM

したがって、

OA=OC …(1)

同様にして、

OA＝OB …(2)

(1)(2)より

OB＝OC …(3)

三角形 BCOにおいて、(3)より

OB＝OC

Lは辺 BCの中点であるから、



BL＝CL

したがって、

OL⊥BC

（証明おわり）

・内心

三角形の三つの内角の二等分線の交点を内心といいます。

・内心の存在定理

三角形 ABCの角 Bの二等分線と角 Cの二等分線との交点を Iとします。直線 AIが角 A

の二等分線であることを示せば三つの角の二等分線が点 Iで交わったことになります。以

下ではこれを示します。
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（証明）

I から BC、CA、AB に下ろした垂線の足を、それぞれ、S、T、U とする。三角形 CIS

と三角形 CITにおいて

∠ICS=∠ICT

∠ISC=∠ITC=90°

IC=IC

であるから、

△CIS≡△CIT

ゆえに、

IS=IT …(1)

同様にして、

IS=IU …(2)

(1)(2)より

IT=IU …(3)

三角形 AITと三角形 AIUにおいて、(3)より

IT=IU

さらに、

∠ITA=∠IUA=90°

IA=IA



したがって、

△AIT≡△AIU

ゆえに、

∠IAT=∠IAU

すなわち、AIは∠BACの二等分線である。

（証明おわり）

・垂心

三角形の各頂点から対辺に下ろした垂線を下します。この３本の垂線の交点を垂心といいま

す。

・垂心の存在定理

三角形 ABCにおいて、頂点 B、Cから CA、ABに下ろした垂線の足を、それぞれ、Q、Rと

し、直線 BQと CRの交点を Hとします。さらに、直線 AHと直線 BCの交点を Pとします。

APと BCが垂直であることを示せば、三本の垂線が一点で交わったことになります。以下では

これを証明します。
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（証明）

∠BQCと∠BRCはともに直角であるから、次の二つのことが成り立つ。

A、R、H、Qは同一円周上にある。 …(1)

B、C、Q、Rは同一円周上にある。 …(2)

(1)より

∠RAH＝∠RQH …(3)

(2)より

∠RQB＝∠RCB …(4)

(3)(4)より

∠RAH＝∠RCB

したがって、４点 A、R、P、Cは同一円周上にあるから、

∠APC＝∠ARH

ゆえに、

AP⊥BC



（注） 上の図は三角形 ABC が鋭角三角形の場合であるが、鈍角三角形の場合の証明もほぼ

同様である。

（証明おわり）

・傍心

三角形の二つの角の外角の二等分線と残りの一つの角の内角の二等分線との交点を傍心と

いいます。どの角の内角をとるかによって異なる交点が得られるので、ひとつの三角形には傍

心が３個あります。

・傍心の存在定理

三角形 ABCの角 B、角 Cの外角の二等分線の交点を Iとします。直線 AIが角 Aの内角の二

等分線であることを示せば三つの角の二等分線が点 Iで交わったことになります。以下ではこ

れを示します。他の２個の傍心に関しても同様ですので、これらについては省略します。
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（証明）

I から BC、CA、AB に下ろした垂線の足を、それぞれ、S、T、U とする。三角形 CIS

と三角形 CITにおいて

∠ICS=∠ICT

∠ISC=∠ITC=90°

IC=IC

であるから、

△CIS≡△CIT

ゆえに、

IS=IT …(1)

同様にして、

IS=IU …(2)

(1)(2)より



IT=IU …(3)

三角形 AITと AIUにおいて、(3)より

IT=IU

さらに、

∠ITA=∠IUA=90°

IA=IA

したがって、

△AIT≡△AIU

ゆえに、

∠IAT=∠IAU

すなわち、AIは∠BACの二等分線である。

（証明おわり）

三角形の五心の性質・相互関係

・重心に関する定理

［定理］

三角形の重心は各中線を２：１の比に分ける。

［証明］
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三角形 ABCの重心を Gとし、線分 BC、ABの中点をM、Nとする。線分 CNの Nの側

の延長上に

CN=DN

を満たす点 Dをとる。四角形 ADBC は２本の対角線が互いに他を二等分するので、平行

四辺形である。したがって、

AD//CB

AD＝BC

ゆえに、

AD//MC

AD：MC＝２：１

したがって、

△ADG∽△MCG



であり、

AG：MG＝２：１

［証明おわり］

・外心、重心、垂心の相互関係

［定理］

三角形 ABCの外心、重心、垂心を O、G、Hとする。３点 O、G、Hは同一直線上にあ

り、Gは線分 OHを１：２に内分する。

［証明］
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直線BOと三角形ABCの外接円との交点のうちBでないほうをD、点Aから直線BCに

下ろした垂線の足をE、点Bから直線CAに下ろした垂線の足を F、点Cから直線ABに

下ろした垂線の足を Jとする。辺BCの中点をM、直線AMと直線OHとの交点を Pと

する。

BDは三角形ABCの外接円の直径だから

ABAD …(1)

仮定より

ABHC …(2)

(1)(2)より

HC//AD …(3)

BDは三角形ABCの外接円の直径だから

BCCD …(4)

仮定より

BCAH …(5)

(4)(5)より

AH//CD …(6)

(3)(6)より

四角形ADCHは平行四辺形 …(7)

(7)より



DCAH  …(8)

直線OMは辺BCの垂直二等分線だから

BCOM …(9)

(4)(9)より

 90DCBOMB …(10)

(10)と DBCOBM  より

△OBM∽△DBC …(11)

(11)より

BC:BMDC:OM  …(12)

仮定より

2:1BC:BM  …(13)

(12)(13)より

2:1DC:OM  …(14)

(8)(14)より

2:1HA:OM  …(15)

(5)(9)より

HA//OM …(16)

(16)より

HAPOMP  、 AHPMOP  …(17)

(17)より

△OMP∽△HAP …(18)

(18)より

AP:MPHA:OM  …(19)

HP:OPHA:OM  …(20)

(15)(19)より

2:1AP:MP  …(21)

(21)より、点 Pは三角形ABCの中線AMを 1:2 に内分する点だから

GP  …(22)

(15)(20)より

2:1HP:OP  …(23)

(22)(23)より

2:1HG:OG 
したがって、Gは線分OHを 2:1 に内分する。

［証明おわり］

・九点円の存在定理

［定理］

三角形ABCの外心をO、垂心をHとする。線分OHの中点をKとする。点Aから直線

BCに下ろした垂線の足をD、点Bから直線CAに下ろした垂線の足を E、点Cから直

線ABに下ろした垂線の足を Fとする。辺BCの中点をL、辺CAの中点をM、辺ABの



中点を Nとする。線分AHの中点を P、線分BHの中点をQ、線分CHの中点をR とす

る。9個の点D、E、 F、L、M、N、 P、Q、R を通る円が存在し、その中心はK、

半径は三角形ABCの外接円の半径の半分である。

［証明］

線分KD、KE、KF、KL、KM、KN、KP、KQ、KRの長さがすべて三角形の外

接円の半径OA、OB、OCの半分であることを示せばよいが、

OA
2
1KPKLKD 

を示せば、残りも同様である。以下では、これを示す。

直線OBと三角形ABCの外接円との交点のうち、BでないほうをSとする。

Oは三角形ABCの外心だから、直線OLは辺BCの垂直二等分線であるので

 90OLB …(1)

2:1BC:BL  …(2)

線分BSは三角形ABCの外接円の直径だから

 90SCB …(3)

(1)(3)より

SCBOLB  …(4)

(4)と B が共通であることより

△OLB∽△SCB …(5)

(5)より

BC:BLSC:OL  …(6)

(2)(6)より

2:1SC:OL  …(7)

(3)より

SCBC …(8)
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Hは三角形ABCの垂心だから

AHBC …(9)

(8)(9)より

AH//SC …(10)

BSは三角形ABCの直径だから

SAAB …(11)

Hは三角形ABCの垂心だから

CHAB …(12)

(11)(12)より

CH//SA …(13)

(10)(13)より

四角形ASCHは平行四辺形 …(14)

(14)より

AHSC  …(15)

(7)(15)より

2:1AH:OL  …(16)

仮定より

2:1AH:AP  …(17)

(16)(17)より

APOL  …(18)

(1)より

OLBC …(19)

(9)(19)より

AP//OL …(20)

(18)(20)より

四角形AOLPは平行四辺形 …(21)

PLとOHの交点を Jとする。仮定より

HPAP  …(22)

(18)(22)より

HPOL  …(23)

(20)より

JPHJLO  、 JHPJOL  …(24)

(23)(24)より

△ JLO≡△ JPH …(25)

(25)より

HJOJ  …(26)

(26)より、 Jは線分OHの中点であるから

KJ  （Kは線分 PL上にある） …(27)

(26)(27)より



Kは線分 PLの中点 …(28)

(9)より

 90PDL …(29)

(29)より

Dは PLを直径とする円周上の点 …(30)

(28)(30)より

KDKLKP  …(31)

(21)より

LPOA  …(32)

(31)(32)より

OA
2
1KLKD  …(33)

仮定より

Pは線分HAの中点 …(34)

(26)(27)より

Kは線分HOの中点 …(35)

(34)(35)より、中点連結定理を用いて

OA
2
1KP  …(36)

(33)(36)より

OA
2
1KPKLKD 

［証明おわり］


