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★四次方程式の解の公式

（“三次方程式の解の公式”も読んでおいてください。）

四次方程式の一般形は次のようになります。

0234  edxcxbxax （ edcba ,,,, は実数で 0a ） …（１）

以下では、「フェラーリの方法」と呼ばれる方法にしたがって、この方程式を解いていきま

す。

まず、両辺を aで割ります。

001
2

2
3

3
4  AxAxAxAx …（２）

ただし、

a
bA 3 、

a
cA 2 、

a
dA 1 、

a
eA 0 …（３）

次に、

4
3Axy  …（４）

と置き換えます。整理すると次のようになります。

001
2

2
4  ByByBy …（５）

ただし

2
2

32 8
3 AAB  、 123

3
31 2

1
8
1 AAAAB 

0132
2

3
4

30 4
1

16
1

256
3 AAAAAAB  …（６）

次に、一次の項と定数項を移項します。

01
2

2
4 ByByBy  …（７）

（ⅰ） 01 B の場合

この yの方程式は“複二次”と呼ばれる形になっているので、簡単に解くことができま

す。
2yz  …（８）

として

002
2  BzBz …（９）

ですから

 0
2

22 4
2
1 BBBz  …（10）
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ですし、（８）より

 0
2

22 4
2
1 BBBy  （複号任意） …（11）

となります。

（ⅱ） 01 B の場合

両辺に
2ty （ tは複素数の定数で 0t とする。値は後で定める。）を加えます。

  01
22

2
4 ByBtyytBy  …（12）

両辺を平方完成します。

    0
2

1

2

1
2

2

2

2
2

4
1

2
1

4
1

2
1 BB

t
B
t

yttBtBy 





 







  …（13）

剰余項を右辺に移項します。

    220
2

1

2

1

2

2
2

4
1

4
1

2
1

2
1 tBBB

t
B
t

yttBy 





 







  …（14）

右辺に集めた剰余項が 0になるように tを定めます。すなわち

  0
4
1

4
1 2

20
2

1  tBBB
t

…（15）

が成り立つように tを定めるのですが、これを整理すると三次方程式が得られます。

001
2

2
3  CtCtCt …（16）

ただし、

22 2BC  、 0
2

21 4BBC  、
2

10 BC  …（17）

これを複素数の範囲で解きます（“三次方程式の解の公式”を参照してください）。解を

321 ,, tttt  …（18）

とします（ 01 B より 00 C ですから、これらの解はすべて 0と異なります）。たとえ

ば 1tt  とすれば（12）より

 
2

1
1

1

2

12
2

2
1

2
1

















  B

t
yttBy …（19）

となります。両辺の平方根をとります。一般には 1t は複素数です。 1t は 1t の平方根の

うちのひとつをあらわすことにします。これに従えば

  







 1

1
112

2

2
1

2
1 B

t
yttBy …（20）

これは yの（２本の）二次方程式です。これを整理します。
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001
2

2  DyDyD …（21）

ただし、

12 2tD  、 111 2 ttD  、 11
2

1120 BtttBD  …（22）

（複号は（20）の複号に対して同順にとります。）

この二次方程式を（複素数の範囲で）解くと yが得られます。二次方程式は２個の解を

持ちますが、（20）の複号のとり方によって、２本の二次方程式が立っていますので、解

は合計４個得られることになります。これを

4321 ,,, yyyyy  …（23）

とします。（４）より xを求めることができます。

4
3

3
3

2
3

1
3

4
,

4
,

4
,

4
y

A
y

A
y

A
y

A
x  …（24）

次の方程式を例に実行してみます。

0122 34  xxx …（25）
まず、両辺を 2で割ります。

0
2
1

2
1 34  xxx …（26）

次のように置き換えます。

8
1

 xy …（27）

これを xについて解くと

8
1

 yx …（28）

（26）に代入します。

0
2
1

8
1

8
1

2
1

8
1 34







 






 






  yyy …（29）

整理します。

0
4096
1539

64
63

32
3 24  yyy …（30）

移項します。

4096
1539

64
63

32
3 24  yyy …（31）

両辺に
2ty を加えます。
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4096
1539

64
63

32
3 224 





  ytyyty …（32）

両辺を平方完成します。

4096
1539

16384
3969

128
63

64
3

2
1

64
3

2
1 222

2 





 






 















 

tt
yttty …（33）

剰余項を移項します。

4096
1539

16384
3969

64
3

2
1

128
63

64
3

2
1 222

2 





 






 















 

t
t

t
ytty …（34）

剰余項＝0という方程式を立てます。

0
4096
1539

16384
3969

64
3

2
1 2







 

t
t …（35）

これを整理します。

0396961927684096 23  ttt …（36）
これを「カルダノの方法」で解きます。両辺を 4096で割ります。

0
4096
3969

256
387

16
3 23  ttt …（37）

次のように置き換えます。

16
1

 tu …（38）

これを tについて解きます。

16
1

 ut …（39）

（37）に代入します。

0
4096
3969

16
1

256
387

16
1

16
3

16
1 23







 






 






  uuu …（40）

これを整理します。

0
8
7

2
33  uu …（41）

さらに











2
1vw

uwv
…（42）

とします。（41）（42）より



5/11













2
1
8
733

vw

wv
…（43）

となります。第２式を３乗して













8
1
8
7

33

33

wv

wv
…（44）

を得ます。（44）より
33 ,wv を解とする二次方程式を立てることができます。

0
8
1

8
72  zz …（45）

この方程式を解くと

0178 2  zz
   0118  zz

8
1

z 、 1z …（46）

です。

8
13 v 、 13 w …（47）

としても一般性は失われません。さらに立方根をとって

2

2
1,

2
1,

2
1  v 、

2,,1 w …（48）

となりますが、このうちで（42）の第２式を満たすのは、

  





 






 






   ,

2
1,,

2
1,1,

2
1, 22wv …（49）

したがって、

  22

2
1,

2
1,

2
1u …（50）

となります。さらに（39）より

  22

2
1

16
1,

2
1

16
1,

16
9t …（51）

これ以降は

16
9

t …（52）

をとって進めます。（34）より
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22
2

8
7

16
9

64
15







 






  yy …（53）

両辺の平方根をとって







 

8
7

4
3

64
152 yy または 






 

8
7

4
3

64
152 yy …（54）

これを整理して

0274864 2  yy または 0574864 2  yy …（55）

この二次方程式を解くと

8
3,

8
9
y または

8
343 iy 

 …（56）

（28）より

2
31,

2
1,1 ix 

 …（57）

この「解法」を「公式」風に書くと次のようになります。

0234  edxcxbxax （ edcba ,,,, は実数で 0a ） …（１）

の解は

a
bA 3 、

a
cA 2 、

a
dA 1 、

a
eA 0 …（３）

2
2

32 8
3 AAB  、 123

3
31 2

1
8
1 AAAAB 

0132
2

3
4

30 4
1

16
1

256
3 AAAAAAB  …（６）

22 2BC  、 0
2

21 4BBC  、
2

10 BC  …（17）

001
2

2
3  CtCtCt …（16） の解のひとつを 1tt 

12 2tD  、 111 2 ttD  、 11
2

1120 BtttBD  …（22）

とすると

2

02
2

113

2
4

4 D
DDDDA

x


 …（58）

210 ,, DDD は複号のとり方によって、２通りを考えるものとし、それに応じて（58）を満

たす xが２個ずつ得られるので、合計４個（重解は重複度の分数える）の解が得られる。
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途中で（16）の三次方程式を解いて、この解のひとつを 1tt  として進めていますが、ここ

のとり方によって最後の解が異なるわけではありません。 2tt  としても同じ解が得られな

ければならないはずですが、（58）はそのような形をしているようには見えません。

（18）では（16）の解を 321 ,, tttt  としていました。この 1t の平方根（複素数の範囲で考

えています）のうちひとつを 1t としたわけですが、同様に 2t 、 3t を考えることにし

ます。解と係数の関係より

2
10321 BCttt  …（59）

が成り立ちますから、

  2
1321

2

321 Btttttt  …（60）

したがって

1321 Bttt  …（61）

です。 321 ,, ttt はそれぞれ２通りずつとり方がありますが、うまく選べば

1321 Bttt  …（62）

を満たすように 321 ,, ttt をとることができます。以下このようにとってあるものと

して、話を進めます。（58）の根号の中の式を（22）を用いて計算してみます。（16）の方

程式に関する解と係数の関係、（17）を用います。

02
2

1 4 DDD 

   11
2

1121

2

11 242 BtttBttt  

111
3

12
2

1
3

1 8884 BtttBtt 

1112
2

1
3

1 884 BttBtt 











1

1
21

2
1 224

t

B
Btt 
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








 


1

321
32

2
1 24

t

ttt
ttt 

 3232
2

1 24 ttttt 

 232
2

14 ttt  …（63）

複号の関係をわかりやすくするため、場合わけします。

（ⅰ）

12 2tD  、 111 2 ttD  、 11
2

1120 BtttBD  …（64）

の場合は

    232132
2

102
2

1 244 ttttttDDD  …（65）

なので

   
1

321113

4
22

4 t
tttttA

x




24
3213 tttA

x


 …（66） （複号同順）

（ⅱ）

12 2tD  、 111 2 ttD  、 11
2

1120 BtttBD  …（67）

の場合は

    232132
2

102
2

1 244 ttttttDDD  …（68）

なので

   
1

321113

4
22

4 t
tttttA

x




24
3213 tttA

x


 …（69） （複号同順）

まとめると、すべて

24
3213 tntmtlA

x


 …（70）

の形で表すことができて、 l、m、 nは
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         1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,, nml …（71）

のいずれかであるということになります。このことを踏まえて書き直すと次のようになり

ます。

0234  edxcxbxax （ edcba ,,,, は実数で 0a ） …（１）

の解は

a
bA 3 、

a
cA 2 、

a
dA 1 、

a
eA 0 …（３）

2
2

32 8
3 AAB  、 123

3
31 2

1
8
1 AAAAB 

0132
2

3
4

30 4
1

16
1

256
3 AAAAAAB  …（６）

22 2BC  、 0
2

21 4BBC  、
2

10 BC  …（17）

001
2

2
3  CtCtCt …（16） の解を 321 ,, tttt 

とすると

24
3213 tntmtlA

x


 …（70）

ただし、 321 ,, ttt はそれぞれ 321 ,, ttt の（複素数の範囲での）平方根のいずれかをあ

らわし、

1321 Bttt  …（62）

を満たすようにとるとする。また、l、m、nは次のいずれかの値であるとし、それによっ

て４個の解が得られる。

         1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,, nml …（71）

途中（７）の後で場合わけをしました。（ⅱ）の条件として 01 B としましたが、実際には

（16）の解で 0でないものがあれば、それを 1t として進めることで、後の議論はそのまま

大丈夫です。ですから、問題になるのは（16）の解が 3 重解でそれが 0 の場合ですが、こ

の条件は 0321  CCC 、すなわち、 0321  BBB です。この場合は（ⅰ）にし

たがって進めれば、（１）の解は

4
3Ax  …（72）

ですが、これと（70）を比較すると、この場合でも（70）の形に表現できていて、結局ど
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ういう場合でも（70）が解であることがわかります。

これで解の公式ができたといってもよいのですが、かなり煩雑ですね。それに（16）のと

ころで三次方程式を解く必要が生じます。因数分解などで簡単に求めることができる場合

はいいのですが、そうでない場合はなんらかの方法（たとえば「カルダノの方法」）で解く

必要があります。これでは「解の公式」とは言いがたいです。

ということで、三次方程式の解の公式のときと同じようにもう少し直接的な表記をしてみ

たいと思います。順番に代入していって、 ,,,,,,,, 02103210 CBBBAAAA を edcba ,,,,
を用いた式で表していきます。途中で三次方程式を解く必要がありますので、三次方程式

の解の公式も利用します。計算は、ソウトウに、タイヘンです。

これを実行したものは次のようになります。しかし、用紙サイズを A３にしても入りきらな

いので、同じ部分を置き換えて書きます。
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0234  edxcxbxax （ edcba ,,,, は実数で 0a ）

の解は
2

1 38 bacp 
322

2 29272772 cbcdebadacep 

32222242222222233
3 1880614427144128192256 abcddeabcedabceabdaecdaecabdeaeap  2223233324234 441827416 dcbecbdbcdebebdaceac 

2
31 i

 、
2

312 i
 （逆でもよい）

とすると、



  b

a
x 3

12
1      3

32
3

321 33433423 ppppapl       3
32

23
321 33433423 ppppapm        3

32
3

32
2

1 33433423 ppppapn   



ただし、根号は複素数の範囲で考えて該当するべき乗根のうちのひとつを表すものとする。さらに、同じ表記のものは同じ数をとるものとし、次の式を満たすようにとる。

     23
32

3
32 3124334334 cbdaepppp 

     3
32

3
321 33433423 ppppap       3

32
23

321 33433423 ppppap        3
32

3
32

2
1 33433423 ppppap    32 4827 babcda 

また、  nml ,, は下の四組のうちいずれかの値をとるものとし、どれをとるかによって四個（重解は重複度の分数える）の解が得られる。

         1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,, nml

（おわり）


