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インデックスに戻る

１．方程式と不等式

１－１．式の計算

１－１－３．因数分解

１－１－３－ａ．同次式と対称式・交代式

 baf , を aとbの多項式とし、その次数を nとする。  baf , のすべての項の次数が nであ

るとき、  baf , をn次の同次式であるという。

例

ba 32  は 1次の同次式である（ a2 、 b3 ともに 1次）。 ba 22  は同次式でない（
2a は

2次、 b2 は 1次）。

  323 32, bbaabaf  とする。  baf , は 3次の同次式である。a、bを 2倍すると
3a 、

ba 22 、
23b はすべて 8 倍になるので、  baf , の値も 8 倍になる。記号で表せば、

   bafbaf ,22,2 3 である。一般に次の等式が成立する。

 baf , がn次の同次式ならば、

   bafrrbraf n ,, 

また、この逆も成り立つ。

定理

多項式  baf , が次の等式を満たすならば、  baf , は n次の同次式である。

   bafrrbraf n ,, 

［証明］

k次の多項式  baf , が次の等式を満たすとする。

   bafrrbraf n ,,  …★１

 baf , の j次（ kj 0 ）の項だけを足し合わせてできる多項式を  baA j , とする。

このとき、  baf , は次の式で表される。

         baAbaAbaAbaAbaf kj ,,,,, 10  

そして、  baA j , は j次の同次式であるから、次の等式が成り立つ。
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   baArrbraA j
j

j ,, 

したがって、

       baArArbarAbaArbraf k
k

j
j ,,,, 10   …★２

 rbraf , は r、a、bの多項式である。★２は、  rbraf , を rに着目して整理したも

のと見ることができる。★１についても同様である。★１の右辺と★２の右辺が等しい

から、次数を比較することにより

kn 
であることがわかり、さらに、

   bafbaAk ,,  、       0,,, 110   baAbaAbaA k
となるから、

   baAbaf n ,, 
 baAn , は n（ k ）次の同次式であるから、  baf , も n次の同次式である。

同次式どうしの積はまた同次式である。

定理

 baf , を l次の同次式、  bag , をm 次の同次式であるとする。このとき  baf , と

 bag , の積で作られる多項式    bagbaf ,, は（ ml  ）次の同次式である。

［証明］

     bagbafbah ,,,  とする。  baf , 、  bag , は同次式であるから

 rbrah ,
   rbragrbraf ,,

   bagrbafr ml ,, 
   bagbafr ml ,,
 bahr ml ,

したがって、  bah , は（ ml  ）次の同次式である。

同次式が因数分解できる場合、因数もまた同次式になる。

定理

 baf , をn次の同次式とする。さらに、多項式  bag , 、  bah , に対して

     bahbagbaf ,,, 
が成り立っているものとする。このとき、  bag , 、  bah , は同次式である。

［証明］

 baf , を n次の同次式とする。さらに、多項式  bag , 、  bah , に対して
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     bahbagbaf ,,,  …★１

が成り立っているとする。★１より

     rbrahrbragrbraf ,,,  …★２

 rbrag , 、  rbrah , は a、b、 rの多項式である。  baf , は n次の同次式であった

から

   bafrrbraf n ,,  …★３

★２、★３より

     bafrrbrahrbrag n ,,,  …★４

したがって、左辺は
nr を因数に持つ。rは一次の多項式でこれ以上は因数分解できない

ので、ある自然数 kに対して、次のことがいえる。

 rbrag , は
kr を因数にもち、  rbrah , は

knr 
を因数にもつ。（ nk 0 ）

このことを用いると、  rbrag , 、  rbrah , はa、b、rの多項式  rbaG ,, 、  rbaH ,,
を用いて、次のように表すことができる。

   rbaGrrbrag k ,,,  、    rbaHrrbrah kn ,,,  …★５

★４、★５より

     bafrrbaHrbaGr nn ,,,,, 
     bafrbaHrbaG ,,,,,  …★６

★６の両辺を rの多項式とみると、右辺は定数である。定数は次数が 1以上の二つの多

項式には因数分解できないから、左辺の  rbaG ,, 、  rbaH ,, はともに定数である。

すなわち、  rbaG ,, 、  rbaH ,, はともに rを含まない多項式である。

   baPrbaG ,,,  、    baQrbaH ,,,  …★７

（  baP , 、  baQ , は aとbの多項式）

★５、★７より

   baPrrbrag k ,,  、    baQrrbrah kn ,,  …★８

★８に 1r を代入すると

   baPbag ,,  、    baQbah ,,  …★９

★８、★９より

   bagrrbrag k ,,  、    bahrrbrah kn ,, 
したがって、  bag , は k次の同次式、  bah , は（ kn  ）次の同次式である。



１．方程式と不等式｜１．式の計算｜３．因数分解｜ａ．同次式と対称式・交代式

4/10

例
22 2 yxyx  の因数分解
22 2 yxyx  は 2次の同次式である。したがって、因数分解ができるとすれば、因数も

同次式となる。
22 2 yxyx  は 2次式であるから、因数の次数は 1に限られる。したが

って、因数分解ができるとすれば、1次の同次式の積の形、すなわち、

  dycxbyax 

の形に限られる。
22 2 yxyx  を xに着目しながら、因数分解の公式を用いるには、

和が y 、積が
22 y

であるような 2数（2式）を探すのであったが、上の検討により、積が
22 y になる 2数

のうち、1と 22 y などは候補にはならない。候補になるのは、 y と y2 、 yと y2 の

二組に限られる。このうち和が y になるのは、 yと y2 であるから、因数分解を行う

と、

  yxyxyxyx 22 22 
になる。このように、同次式の性質を用いると、因数分解が簡単になる場合がある。

注

ここまでの同次式の性質を、 aとbの 2文字の同次式で説明したが、3文字以上の同次式に関

しても同様である。
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 baf , をaとbの多項式とする。  baf , において aとbを入れ替えて得られる式  abf , が

 baf , と変わらないとき、  baf , を対称式という。

例

ba 32  、
22 2baba  は対称式ではない。 ba 33  、

22 232 baba  は対称式で

ある。

 baf , が aとbの対称式であるとすると、 lk  のとき、
lk ba の係数と

kl ba の係数は一致

する。したがって、

aとbの一次の対称式の一般形は

pbpa 
aとbの二次の対称式の一般形は

srbrapbqabpa  22

aとbの三次の対称式の一般形は

utbtarbsabrapbqabbqapa  223223

（ p、 q、 r、 s、 t、uは定数）

aとbの和、積を表した多項式 ba  、abは対称式である。この二つの対称式を

「基本対称式」という。

一般に、対称式はこの基本対称式（の多項式）で表すことができる。

［証明］

 baf , は aとbの対称式であるとする。 lk  のとき
lk ba の係数と

kl ba の係数は一

致する。したがって、  baf , は
lk ba と

kl ba をその係数でくくった  kllk babaA 

という形の式と
mmbBa という形の式の和として表すことができる。

例

二次であれば

    sbarqabbapsrbrapbqabpa  2222

三次であれば

        usabbatbarabbaqbap  222233

mmbBa の形をした式については、指数法則より

 mmm abBbBa 

であるから、積 abだけで表すことができる。  kllk babaA  の形をした式について

は、 lk  であるとすると（ lk  の場合も同様）
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       lklkllklkllkllk baabAbabAababaA  

と変形できるから、
nn ba  の形の式が、基本対称式 ba  、 abで表せることを示せば

よい。以下では、このことを数学的帰納法（「数列」の項目参照）で示す。

I

1n のときは自明。

2n のときは   abbaba 2222 

II

kn  、 1 kn のとき
nn ba  が基本対称式 ba  、 abで表せると仮定する。す

なわち、ある多項式  yxF , 、  yxG , が存在して

 abbaFba kk , 、  abbaGba kk ,11  

が成り立っているとする。次の等式が成り立つことは、右辺を展開することで証明

できる（省略）。

    kkkkkk baabbababa   1122

したがって、

       abbaFababbaGbaba kk ,,22  

右辺は bax  、 aby  とすれば xと yの多項式であるから、
22   kk ba が ba  、

ab（の多項式）で表すことができる。

I、IIより、すべての自然数 nについて、「
nn ba  は基本対称式 ba  、ab（の多項式）

で表すことができる。」ことが示された。

例

    abbabababa 2222 222 

   baabbababbaa  233223

実際に、対称式を基本対称式で表したい場合には、以下の等式を覚えておくと便利である。

  abbaba 2222 

   baabbaba  3333

これに相当する 4次、5次の等式は複雑であるので、覚えなくてもよいだろう。

      22444 24 abbaabbaba 

       baabbaabbaba  23555 55
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例

     abbaababbababa  2222 2

       baabbaabbabababbaa  4322333223

a、bについての 2つの対称式を考えるとき、それらの和・差・積も、対称式である。対称式

の因数分解については、次のことがいえる。

定理

 baf , を対称式とする。  baf , が  bag , を因数に持つとき、  abg , も  baf , の因数で

ある。

［証明］

 baf , を対称式とし、  baf , が  bag , を因数に持つとする。多項式  bah , を用い

て

     bahbagbaf ,,,  …★１

と表すことができる。  baf , は対称式であるから、

   bafabf ,,  …★２

が成り立つ。★１より

     abhabgabf ,,,  …★３

★２と★３より

     abhabgbaf ,,, 
ゆえに、  baf , は  abg , を因数に持つ。

この定理は、  bag , が対称式の場合は意味がない。  bag , が対称式でない場合は  bag , と

 abg , が異なるので、  bag , という因数が一つ見つかれば  abg , という 2つ目の因数も見

つけることができることになる。
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文字が 3個の場合にも対称式を考える。 a、b、 cの多項式  cbaf ,, が次の関係式を満たす

とき、  cbaf ,, を対称式という。

       cabfabcfbcafcbaf ,,,,,,,, 

（ a、b、 cのうち、どの 2つを入れ替えても式が変わらない。）

 cbaf ,, が対称式のとき、

     bacfacbfcbaf ,,,,,, 

が成り立つことも明らかである。

文字が 3個の対称式も、文字 2個の対称式と同様の性質を持つ。 cba  、 abcabc  、abc
は対称式である。これらを基本対称式という。文字が 3個の場合も対称式は基本対称式（の多

項式）で表すことができるが、証明は複雑である（省略）。

a、b、 cについての 2つの対称式を考えるとき、それらの和・差・積は、対称式である。因

数分解については次のことがいえる。

 cbaf ,, を対称式とする。  cbaf ,, が  cbag ,, を因数に持つとき、  bcag ,, 、

 cabg ,, 、  acbg ,, 、  bacg ,, 、  abcg ,, も  cbaf ,, の因数である。

証明は文字が 2個の場合と同様である。
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多項式  baf , が次の関係式を満たすとき、  baf , を交代式という。

   bafabf ,, 

（2つの文字を入れ替えると 1 倍になる。）

例

22 2ba  は交代式ではない。
22 ba  は交代式である。

2 つの交代式の和、差は交代式である。2つの交代式の積は対称式である。交代式と対称式の

積は交代式である。交代式の因数分解については、次のことが成り立つ。

定理

 baf , を交代式とする。  baf , は ba  を因数に持つ。

     bagbabaf ,, 
と表すとき、  bag , は対称式である。

［証明］

   bafabf ,,  …★１

に aにbを代入すると

   bbfbbf ,, 
    0,,  bbfbbf
  0,2 bbf

  0, bbf …★２（同様に   0, aaf ）

 baf , を aの多項式とみて、因数定理（「複素数と方程式」の項目参照）を適用するこ

とにより、  baf , が ba  を因数に持つことがわかる。そこで

     bagbabaf ,,  …★３

と表すことができる。★３より

     abgababf ,, 
     abgbaabf ,,  …★４

★１と★４より

     abgbabaf ,, 
     abgbabaf ,,  …★５

★３と★５より

       abgbabagba ,, 

したがって（因数分解の一意性により）

   abgbag ,, 
すなわち、  bag , は対称式である。
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文字が 3個の交代式を考えることもできる。

 cbaf ,, を多項式とする。次の関係式が成り立つとき、  cbaf ,, を交代式という。

       cbafcabfabcfbcaf ,,,,,,,, 

（3個の文字のうち 2個を入れ替えると 1 倍になる。）

文字が 3 個の交代式の性質は、文字が 2個の交代式の性質と同様である。2つの交代式の和、

差は交代式であり、2 つの交代式の積は対称式である。交代式と対称式の積は交代式である。

交代式  cbaf ,, は次の形に因数分解できる。

       cbagbaaccbcbaf ,,,,  （  cbag ,, は対称式）

証明も同様であるので省略する。

因数分解をするとき、交代式の性質を利用すると簡単にできる場合がある。

例       222 cbabacacb  の因数分解

        222,, cbabacacbcbaf 
とする。  cbaf ,, は交代式である。したがって、

       cbagbaaccbcbaf ,,,,  （  cbag ,, は対称式）

 cbaf ,, は 3 次式、    baaccb  は 3 次式であるので、  cbag ,, は定数で

ある。 ba 2
の係数を比較することにより

  1,, cbag
したがって

     baaccbcbaf ,,

例       333 cbabacacb  の因数分解

        333,, cbabacacbcbaf 
とする。  cbaf ,, は交代式である。したがって、

       cbagbaaccbcbaf ,,,,  （  cbag ,, は対称式）

 cbaf ,, は 4 次式、    baaccb  は 3 次式であるので、  cbag ,, は 1 次式

である。さらに、  cbaf ,, は 4 次の同次式であるから、  cbag ,, も同次式である。

以上より、  cbag ,, は

   cbakcbag ,, （ kは定数）

の形に限られる。したがって

      cbabaaccbkcbaf ,,
ba 3
の係数を比較することにより

1k
ゆえに

      cbabaaccbcbaf ,,

インデックスに戻る
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