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１２－３． 積分法

１２－３－３．定積分と面積

１２－３－３－１．定積分と面積の関係

定積分と面積の間には次の関係がある。

a、bは、 ba  を満たす実数とする。また、関数  xf は

bxa  の範囲で   0xf を満たすとする。このとき、

 xfy  のグラフ、直線 ax  、直線 bx  、 x軸で囲ま

れた部分の面積を Sとすると

 
b

a
dxxfS

（証明）

bta  とする。  xfy  のグラフ、直線 ax  、

直線 tx  、x軸で囲まれた部分の面積を  tS とする。

まず、 0h とする。ただし、 bht  とする。

   tShtS  は  xfy  のグラフ、直線

tx  、直線 htx  、x軸で囲まれた部分の

面積に等しい。  xf の htxt  における

最大値と最小値を、それぞれ  hM 、  hm と

すると、幅が h、高さが  hm 、  hM の長方

形を考えることにより

       hhMtShtShhm 

0h であるから
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（証明の続き）

次に 0h の場合を考える。ただし、 hta 
とする。    htStS  は  xfy  のグラフ、

直線 tx  、直線 htx  、x軸で囲まれた部

分の面積に等しい。  xf の txht  にお

ける最大値と最小値を、それぞれ  hM 、  hm

とすると、幅が hh  、高さが  hm 、  hM

の長方形を考えることにより

         hhMhtStShhm 

0h より 0 h であるから

       hM
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

分母と分子を 1 倍することにより
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よって

       hM
h

tShtShm 




したがって、 0h 、 0h のいずれの場合も

       hM
h

tShtShm 




が成り立つ。さらに

   tfhm
h


0
lim 、    tfhM

h

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であるから
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すなわち

   tftS 

が成り立つ。
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（証明の続き）

よって、  tS は  tf の原始関数である。  tf の原始関数の一つを  tF とすると

    CtFtS  （Cは定数）

である。   0aS が成り立つから

    CaFaS 
  CaF 0
 aFC 

よって

     aFxFtS 
 xfy  のグラフ、直線 ax  、直線 bx  、 x軸で囲まれた部分の面積 Sは

 bSS 
であるから

     aFbFbSS 
 tF は  tf の原始関数であったから

        aFbFtFdttf b
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a
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ゆえに

 
b

a
dttfS

（例）
2xy  、直線 1x 、直線 2x 、 x軸囲まれた部分の面積は
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 xfy  のグラフと  xfy  のグラフは x軸に関して対称だから、次のことがいえる。

a 、 b は ba  を満たす実数とする。関数  xf が

bxa  の範囲で   0xf を満たすとき、  xfy  の

グラフ、直線 ax  、直線 bx  、x軸で囲まれた部分の

面積 Sは

 
b

a
dxxfS

（証明）

   xfxg  とする。  xgy  、直線 ax  、直線

bx  、x軸で囲まれた部分の面積をTとする。  xg
は bxa  の範囲で   0xg であるから

       
b
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 xfy  のグラフと  xgy  のグラフは x軸に関し

て対称だから

TS 
よって

 
b

a
dxxfS

（例）

  122  xxxf と す る 。 10  x で は 、

  0xf である。よって、  xfy  のグラフ、 y
軸、直線 1x 、 x軸で囲まれた部分の面積 Sは
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